Enonces : Stephan de Bievre 
Corrections : Johannes Huebschmann 


Derivees partielles et directionnelles 



Exercice 1 

Determiner, pour chacune des fonctions suivantes, le domaine de definition Df. Pour chacune des fonctions, 
calculer ensuite les derivees partielles en chaque point du domaine de definition lorsqu’elles existent : 

1- f(x,y) = x 2 exp(x y), 

2- f(x,y) = ln(x+ \Jx 2 +y 2 ), 

3. f(x,y) = sin 2 x + cos 2 ;y, 

4- f(x,y,z) =x 2 y 2 y/z. 

Indication T Correction T [002622] 


Exercice 2 

Soit / la fonction sur M 2 definie par f(x,y ) = xcos y +y expx. 

1. Calculer ses derivees partielles. 

2. Soit v = (cos0,sin0), 6 G [0,2jt[. Calculer D v f( 0,0). Pour quelle(s) valeurs de 6 cette derivee direc- 
tionnelle de / est-elle maximale/minimale ? Que cela signifie-t-il ? 


Indication T Correction ▼ [002623] 


Exercice 3 

Soit / : M — > M derivable. Calculer les derivees partielles de : 

g(x,y) =f(x+y), h(x,y) = f{x 2 + v 2 ), k(x,y)=f(xy) 

Indication ▼ Correction T 

[001801] 

Exercice 4 

Soit / : M 2 — > M, definie par 

f(x,y)=x si \x\ > |y| 
f(x,y) =y si \x\<\y\ 
f(x,y) = 0 si |xj = y . 

Etudier la continuite de /, l’existence des derivees partielles et leur continuite. 

Indication ▼ Correction T 

[001803] 


Exercice 5 

Soit la fonction / : M 2 — » M definie par 

f(x,y)=xy^=£ si (x,y) ^ (0,0), 

/( 0 , 0)=0 

Etudier la continuite de /. Montrer que / est de classe C * 1 . 

Indication T Correction T [001800] 
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Indication pour l’exercice 1 ▲ 

Pour calculer les derivees partielles par rapport a une variable, interpeter les autres variables comme parametres 
et utiliser les regies de calcul de la derivee ordinaires. 


Indication pour l’exercice 2 ▲ 

Interpreter la derivee directionnelle a l’aide de P intersection du graphe de la fonction avec un plan convenable. 


Indication pour l’exercice 3 ▲ 

Pour calculer les derivees partielles par rapport a une variable, interpreter les autres variables comme parametres 
et utiliser les regies de calcul de la derivee ordinaires. 


Indication pour l’exercice 4 ▲ 

Distinguer tout de suite la partie triviale et la partie non triviale de l’exercice. 


Indication pour l’exercice 5 ▲ 

II est evident que, en tout point (x,y) distinct de l’origine, la fonction / est continue et que les derivees partielles 
y existent et sont continues. II suffit de montrer que / est continue en (0,0) et que les derivees partielles y 
existent et y sont continues. 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 


1. D f = R 2 . 


d JL 

dx 

d JL 

dy 


= 2xexp(xj ) +x 2 yexp(xy ) 
= x 3 exp(xy) 


2. Df = {(x, v);x > 0 ou y / 0} C M 2 . 

1 _| x 

df _ \J x 2 +y 2 _ 1 

dx x + \Jx 2 +y 2 y / x 2 +y 2 

y 

df _ \J x 2 +y 2 _ y 

dy x + y/ x 2 + y 2 x\J x 2 +y 2 +x 2 + y 2 

3. D f = M 2 . 


df 

dx 

df 

dy 


= 2sinxcosx 
= — 2sinycosj 


4. Df = {{x,y,z);z / 0} C M 3 . 

df o 2 r 

— = 2 xv 
dx 

% = ^ 
5/ = xV 

2^/z 


Correction de l’exercice 2 ▲ 

1. = cosy+yexpx, = -xsiny + expx. 

2. D v f( 0, 0) = cos 0 ^ (0, 0) + sin 0 ^ (0,0) = cos 0 + sin 0. Cette derivee directionnelle de / est maximale 

quand sin0 = cost? = c.a.d. quand 0 = et minimale quand sin0 = cos0 = — c.a.d. quand 
0 = §7T. 

Signification geometrique : Le plan engendre par le vecteur (cos 0, sin 0,0) et l’axe des z rencontre le 
graphe z = f{x,y ) en une courbe. Cette courbe est de pente maximale en valeur absolue pour cos0 = 
sin 0 = et cos0 = 8010 = —^ (meme plan). Les deux signes s’expliquent par les deux orientations 
possibles de cette courbe (sens du parametrage). 


Correction de l’exercice 3 ▲ 
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= /'(* + y) 

^(x,y)=f(x+y) 

^{x,y) = 2 xf'(x 2 +y 2 ) 

^{x,y) = 2 yf\x 2 +y 2 ) 
dk 

Tx (x,y) =yf’(xy ) 

= xf'(xy) 


Correction de l’exercice 4 ▲ 

II est evident que, en tout point tel que |jc| < |y| ou |jc| > |y|, la fonction est continue et les derivees partielles 
existent. 

Soit x 7 ^ 0. Alors / n’est ni continue en (jc,je) ni en (x, —x). Car 

lim („ iV )_> (jC) *)/(k, v) = lim H _^« = x / 0 , 

|m|>|v| 

lim ( M , v ) -> (.r, -x) /( m j v ) = = x / 0, 

|w|>|v| 

lim ( „_ u) ^_ x) /(n,n) = 0 . 

Par contre, / est continue en (0,0). Car 


lim ( «,vH(o,o)/(«,v) = 0 


puisque 

/(w, v) = « si \u\ > |v| , 

f(u,v ) = v si |u| < |v| , 

f(u,v) = 0 si \u\ = |v| , 

et puisque alors \\m u ^QU = 0 et 1 i m _>o = 0 . 

Soit (x,y) un point ou |jc| = |y|. II reste a etudier les derivees partielles en un tel point (x,y). Soit xy^O. Alors la 
fonction h de la variable t definie par 


h(t)=f(x + t, y) 



\x + t\ > |y| 
\x + t\ < |y| 


n’est pas derivable en t = 0 done la derivee partielle r> J x (x.y) n’existe pas. De meme, la fonction k de la variable 
t definie par 


k(t)=f{x,y+t) 


x, \x\ > \y + t \ , 

y + t, \x\ < \y + t\, 


n’est pas derivable en t = 0 done la derivee partielle y£(x,y) n’existe pas. Enfin soit x = 0. Alors la fonction h 
de la variable t definie par 


h(t)=f(t,0)=t 


est derivable en t = 0 done la derivee partielle (^(0.0j existe. De meme, la fonction k de la variable t definie 
par 


k(t)=f(0,t)=t 
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est derivable en t = 0 done la derivee partielle §{(0,0) existe. 


Correction de l’exercice 5 ▲ 


Puisque 


2 2 
x~—y^ 


reste borne, 


x 2 -r 

lim^HfO^/fo}') = ] ' m (x.y)-,(0,0)Xy 2,2 = lim (jc,y)^(0,0)^y = 0 

x y 


d’ou / est continue en (0,0). De meme, 

f{x,y) 


x 2 -y 2 

lim (*,y)— >(0,0) “ = lim (x,y)->(0,0)>’^2^2 = ^ m (^,y)^(0,0)3 ; = 0 

f(x,y) x 2 — y 2 


d’oii les derivees partielles §{(0,0) et §{(0,0) existent, et §{(0,0) = 0 et §{(0,0) = 0. En plus, en dehors de 


l’origine, 


df f(x,y ) dx 2 -y 2 f(x,y) xV 

dx x ^ dxx 2 + v 2 x (x 2 +;y 2 ) 2 

d£ _ f(x,y) d x 2 -y 2 _ f(x,y ) x 3 y 2 

dy y X ^dyx 2 +y 2 x (x 2 + V 2 ) 2 


Puisque 


il s’ensuit que 


linn 


2 3 

x y 


3 2 

x y 


■o')— >(o,o) ^ x 2 _|_ y 2y li m (x,v)-Kd0) 2 _^ 2 ^ 2 


= 0, 


^ f ^ r 

lim (u v) ^ (0:0) -^(u,v) = 0, lim ( „ iVH(00) ^-(n,v) = 0, 


d’ou les derivees partielles §{ et §{ sont continues en (0,0). 
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